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In the present article, the software MATHEMATICA, a friendly environment of a high level compu-
tational language, has been used to show how an abstract course like Quantum Chemistry at the
undergraduate level, can be introduced in a creative and attractive manner. The examples include
the uni and bi dimensional particle in the box, the harmonic oscilator and the Hydrogen atom. The
Plots shown can be easily generated with a microcomputer in the classroom and created by the
student even if he is not familiar with the traditional computational languages.
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INTRODUCAO

Observa-se na literatura de livros textos!# recentes em ci-
éncias, uma forte &nfase no uso do microcomputador como
ferramenta de ensino e prética, tanto em cursos de graduagdo
como de pés-graduagdo, uma tendéncia que ndo tem sido
acompanhada com a devida agilidade pelas Universidades do
Brasil em geral.

Infelizmente, a grande maioria destes textos é acompanhada
de disquetes que apresentam simplesmente uma lista de exem-
plos reprodutiveis no computador. A simples utilizagio de
disquetes de demonstragdo tem um caréter muito passivo para o
aprendizado efetivo de uma disciplina considerada abstrata,
como por exemplo a Quimica Quantica. Por outro lado, a par-
ticipago criativa dos alunos, (e do professor), exigiria um
bom conhecimento de linguagens computacionais cientificas
mais tradicionais (como Fortran, Pascal, C, etc). Todavia, nem
sempre hé disponibilidade de tempo (e dnimo) para ser inves-
tido na aquisi¢io de uma habilidade razodvel de programagéo
nestas linguagens.

Nos dltimos anos, tem surgido novos softwares para
micro computadores mais “amigéveis”, que oferecem um
ambiente computacional onde se encontram disponiveis, si-
multaneamente, habilidades simb6licas, algébricas e grificas.
Como exemplo destes softwares, podemos citar o pacote
MACSYMA criado j4 hé algum tempo (1970’s) por J. Moses
e colaboradores do MIT; o software REDUCE langado tam-
bém na década de 70 na Universidade de Stanford na
Califérnia e, um pouco mais recente, o software MAPLE, de-
senvolvido na Universidade de Waterloo no Canadd. No final
"da década de 80 foi lancado o software MATHEMATICAS
por S. Wolfram da Universidade Illinois. Tal como o MAPLE,
o MATHEMATICA é um sistema geral para se fazer compu-
tagdo matemética, inclusive programacgdo l6gica. Este
software tem sido utilizado amplamente e com grande suces-
so como ambiente computacional-16gico-gréfico para o ensi-
no de disciplinas matemdticas e fisicas. Sendo o MATHE-
MATICA uma linguagem de alto nivel, os comandos sio sim-
plificados e naturais, o que torna o seu aprendizado elemen-
tar e rdpido. Mesmo um aluno ndo familiarizado com micro-
computadores pode adquirir um bom conhecimento
operacional em poucas horas. Por exemplo, para se obter a
inversa de uma matriz quadrada “m”, basta escrever

Inverse[m).
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Para se obter a integral simbélica de uma fungio f(x,y) em
relagéio a “x” basta escrever

Integrate[f,x]
e, para calcular a integral definida I (; f(x)dx escrevemos
Integrate[ f, {x,0,1}].

O comando D[f,{x, n}] calcula a derivada de ordem “n”, da
fungdo “f’ (9"/ox™ f).
O grifico de f(x,y) = Sen(x) Sen(y) pode ser obtido escrevendo

Plot3D{Sin[x] Sin[y],{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}].

No presente trabalho, o software MATHEMATICA foi usa-
do com o objetivo de desenvolver a motivagio dos alunos em
uma disciplina de quimica quantica a nivel de graduagio. Com
este pacote de alto nivel, torna-se vidvel e simplificada a
formulagdo, discussdo sobre vérios aspectos, e a visualizagio
por virios métodos das fungdes de onda e energias em mode-
los elementares como o da particula numa caixa unidimensio-
nal e, principalmente bidimensional, oscilador harménico,
dtomo de Hidrogénio, etc.

Abordaremos a seguir, com certo detalhe, alguns exemplos
que utilizamos em sala de aula com relativo sucesso.

PARTICULA NA CAIXA

O exemplo introdutério cldssico em uma disciplina de
quimica quantica na graduagdo é o da particula numa caixa
unidimensional. A equagiio de Schrédinger a ser resolvida
neste problema, consiste de uma equagio diferencial homogé-
nea de segunda ordem cuja resolugdo produzird um conjunto
de fungGes de onda {yn} e as respectivas energias do sistema
E,. A representagdo grdfica destas fungdes, e também das
densidades de probabilidade ly,l2, pode ser encontrada em qual-
quer livro texto introdutério de quimica quéntica®’. A seguir,
apresentamos as expressdes para as fungdes de onda na notagio
matemitica usual e na do software MATHEMATICA, dependen-
do do nimero quéntico n” e do comprimento da caixa “/”,

¥a (x) = Y2/ Sen (gn_x)
!

psi [n_,/_] := Sqrt[2/]] Sin[n Pi x /I]
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onde n e ! sdo parametros que podem tomar qualquer valor. O
simbolo := faz parte da linguagem do MATHEMATICA e re-
presenta uma “defini¢io”; neste caso, definimos o simbolo psi
[n_,._] como a fungio de duas varidveis dada pela expressio a
direita.

Para sistemas simples, como este, os grificos de y;, e de
Iyal2 podem ser facilmente gerados num PC dentro da sala de
aula e pelo préprio aluno, usando o seguinte comando

funcio[n_,/_] := Plot[psi[n,/],{x,0,/}]

[2,7) 12,8)

l'P produto
LP produto

Figura 1. Grdfico das fungbes produto y,y, e y,y,, mostrando a
ortogonalidade das fungdes de onda.

(c)

Através da expressdo da energia, pode-se também explorar
o efeito do tamanho da caixa e da massa no espagamento dos
niveis de energia. A ortogonalidade das fun¢des de onda
<YylYm> = 8ym pode facilmente ser verificada observando-se
que a drea sob a curva do grafico da fungdo produto w,yn
param # n é zero. A figura 1 mostra os gréficos para os casos
vays e Yoy, Isto pode ser verificado também simbolicamente
utilizando o comando

ortog[nl_,n2_,/_] := Integrate[psi[nl,]] psi[n2,/],{x,0,/}] .

O sistema é entdo tradicionalmente estendido para trés di-
mensdes. Entretanto, devido as facilidades do software vamos
nos deter no sistema de uma particula numa caixa bidimensi-
onal, onde o problema de duas varidveis é transformado em
dois problemas de uma inica varidvel; (isto é, a fungido de
onda do sistema é dada pelo produto de duas fung¢des unidi-
mensionais). Este é um exemplo simples, mas muito interes-
sante, pois com ele se pode introduzir os conceitos de degene-
rescéncia, hibridizagdo, representagdo grdfica de isoprobabili-
dades (linhas de contorno de probabilidade constante), etc. A
seguir, apresentamos as equagdes da fungéo de onda para uma
caixa quadrada em fungdo dos nimeros quéanticos “nl” e “n2”
e do comprimento do lado da caixa “I”.

(b)

(d)

(f)(3,2)

Figura 2. Superficies dos grdficos das autofungées de uma particula em uma caixa bidimensional. (a,b,c,d): y e ¥ para nl =2, n2 = 3 e vice-
versa. (ef): linhas de contorno das autofungdes y, , e Y, . O sombreamento indica o sinal e magnitude da fung¢do (a cor vai de preto ao branco

para ¥ crescendo).

590

QUIMICA NOVA, 16(6) (1993)



Va1, n2, 1 (X,y) = 2/l Sen (nl nx) Sen (n211ty)
1

psi [n1_,n2_,/_] := 2/l Sin[nl Pi x /I] Sin[n2 Pi y /I}.

Como no caso anterior, os gréficos da fung¢ao de onda ¥y a2
e densidade de probabilidade |y, a2l? para quaisquer ndme-
ros quénticos e tamanho da caixa sdo facilmente criados. Por
exemplo, o comando para o “display” grifico da fungdo de
densidade de probabilidade é

densidade [n1_,n2_,I] := Plot3D[psi[n1,n2,1]72, {x,0,/}, {y,0./}].

A expressdo geral da energia do sistema representada em
fungdio dos nimeros quanticos e comprimento da caixa, nos
possibilita analisar o comportamento da mesma para caixas
grandes e pequenas e também introduzir a degenerescéncia,
mostrando por exemplo, que a energia do estado psi[2,3], onde

nl =2 e n2 =3, a mesma que a do estado psi[3,2]. Na figura .

2 estdo os graficos destas fungSes de onda e as respectivas
fungdes de densidade de probabilidade. Observe que as figu-
ras 2: a, b, ¢ e d sio formadas por redes de linhas obtidas
pelas interse¢des das superficies dos gréificos com planos pa-
ralelos aos planos xz(y = constante) e yz(x = constante), tor-

(a)

nando bem visivel a manutengio das caracteristicas de um
sistema unidimensional no problema bidimensional.

O conjunto de pontos x e y para os quais lyz3l? é igual a
uma constante “c” (i. e., aqueles pontos da superficie que tem
altura “c”), é obtido pela intersecgéo de um plano paralelo ao
plano xy de altura “C” com a superficie. A proje¢do da linha
de intersecg¢io no plano xy terd o mesmo formato, gerando
uma curva de nivel para lyp312 = ¢. Vérias curvas podem ser
geradas para diferentes valores de “c”. A probabilidade de se
encontrar a particula numa vizinhanga dxdy ao redor do pon-
to (Xo¥o) é aproximadamente |Wxo, yo)l? dxdy. Portanto, a pro-
babilidade de se encontrar a particula dentro da 4rea delimi-
tada pela linha de contorno serd dada por '[J.ewz dxdy, que é o

a

volume sob a superficie, cuja projeg¢do no plano xy ¢ a linha de
contorno. Esta idéia, introduzida aqui com facilidade serd im-
portante para o estudo de densidades eletrOnicas em 4tomos e
moléculas. As linhas de contorno de probabilidade constante para
as autofungdes Wi 3 Y42 também sdo mostradas na figura 2.

Sabemos que ;2 e Yy sdo fungdes de onda para um
estado degenerado de energia. Entéo, qualquer combinagio li-
near a2 + byn; também € uma fungdo de onda do sistema
com o mesmo valor de energia (de acordo com o Principio da
Superposigdo). Portanto, podemos combinar estas duas fun-
¢des e obter duas novas

{b}

Figura 3. (a,b): Superficies dos grdficos de y, A" 22. (cd): Supetficies de 'V, =1/\I§ (v, +y,)e¥, =1/V§ (V,,- ¥ ,,). (e)): Linhas de contorno de (c.d).
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W= IN2 (W2 + yn) e Y2 = IN2 (wiz - v2.1)

Este exemplo também serve para motivar no futuro, o uso do
Principio da Superposi¢iio para a obtengdo de orbitais atdmi-
cos reais em itomos do tipo Hidrogendide, cujas autofungdes
sdo complexas. Por exemplo, os orbitais complexos 2P, e
2P.; que produzem os orbitais reais 2P; e 2Py. Na figura 3
temos gréficos das fun¢Ges originais e das novas fungdes bem
como as respectivas linhas de contorno. Podemos, também,
combinar estados que tenham diferentes energias formando
orbitais hibridos, como por exemplo,

W = ayy) + byy,

onde a e b ndo sdo necessariamente iguais.

OSCILADOR HARMONICO

O oscilador harmdnico é um outro sistema estudado do
ponto de vista quantico a nivel de graduagdo, que é importan-
te pela sua utilizagdo posterior no estudo de vibragdes
moleculares (espectroscopia vibracional).

Neste caso, as solugdes da equagdo de Schrodinger para
um oscilador unidimensional, correspondem a um conjunto de
energias igualmente espagadas e as suas respectivas autofun-
¢Oes, as quais se expressam através dos polindmios de Hermite.
Estes polinémios j4 estdo internamente definidos no MATHE-
MATICA, de maneira que ndo é necessério escrever detalha-
damente a fungdo de onda como no caso da particula na cai-
xa. A seguir, estio os comandos necessérios para a defini¢do
e representag@o gréafica da fungdo de onda e da densidade de

6o, 9

probabilidade para qualquer nimero quéntico “v”.
psi [v_] := HermiteH[v,x] Exp[-xA2/2]}
fungéo [v_] := Plot[psi[v],{x,xmin,xmax}]

Na figura 4 estdo os grificos da fungdo (psi) e da densida-
de de probabilidade (fungdo), para v = 15. Ambas as curvas
também podem ser mostradas em um tnico grifico usando o
comando “Show”, e/ou em cores diferentes usando o comando
“RGBColor™.

¥ ¢,

v=15 v=15

o

Figura 4. Grdficos da autofungdo e densidade de probabilidade de
um oscilador harménico para v= 15.

ATOMO DE HIDROGENIO

As fungSes de onda para o dtomo de Hidrogénio (orbitais)
sdo o produto de uma fungio radial R,; (r) por uma fungio
angular que é uma harmdnica esférica Y (6,6).

Como o orbital é fungdo de trés varidveis independentes,
ndo é possivel a representagio das fungdes de onda por meio
de gréficos cartesianos. A maneira mais utilizada para contor-
nar este problema, é representar graficamente as autofuncdes
radiais e angulares separadamente. Isto pode ser feito com
facilidade na sala de aula, pois, tal como no caso do Oscilador
Harménico, as autofun¢des radiais (relacionadas aos polind-
mios associados de Laguerre) e as autofungdes angulares (re-
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lacionadas aos polindmios associados de Legendre), j4 estdio
dentre as fung¢des previamente definidas no MATHEMATI-
CA. A biblioteca interna do MATHEMATICA contém prati-
camente todas as fungbes especiais da fisica matemitica.

Para a parte radial®, vamos indicar somente como a auto-
fungdo

I+1

!
Ros (1) = —25 (2—’) et 1217)) (i),

n
(onde I_.%ff.ll sdo os Polindmios Generalizados de Laguerre,
j4 normalizados, de grau n-I-1 e ordem 2/+1) é definida na
linguagem do MATHEMATICA

radial{n_,I_] := 2/nA2 (2 t/n)N (n-I-1)!/Sqrt[(n-I-1)! (n+l)!]
LaguerreL[n-I-1, 2 I+1, 2 r/n]

Para a parte angular da fungio de onda, as harmdnicas
esféricas sdo

2040 @-m) Y2 1
Yim (6,4) = 6(6) ¥ = —] P/ g) L_ eim¢
1m (6,¢) (6) ‘¥(¢) (Lz—(l“ml)! /m! (cos )me

onde, P/ (cos6) sdo as fungbes Associadas de Legendre. E
mais comum representé-las graficamente em termos das coor-
denadas polares 6 e ¢, o que pode ser feito com apenas uma
linha de comando pois as harmdnicas esféricas ji estdo defi-
nidas no MATHEMATICA.

harmonic[/_,m_] := SphericalPlot3D{Abs[SphericalHarmonicY[/,m,
theta,phil},{theta,0,Pi,Pi/30},{ phi,0,2Pi,Pi/15}]

As superficies para /=1, 2, e 3, m=0 e £1 estdo na figura
5. (E prudente esclarecer aos alunos neste ponto, que estas
superficies sdo apenas grificos da parte angular dos orbitais
e ndo a forma dos mesmos).

H4 uma outra maneira de se representar as harménicas es-
féricas que ¢ utilizando o sistema de coordenadas cartesianas
onde 6, ¢ e o valor da fungéo estariam representados em eixos
ortogonais. Neste sistema de coordenadas, as caracteristicas
ondulatérias e periédicas das harmdnicas esféricas se tornam
mais visiveis tornando o aprendizado mais intuitivo.

No MATHEMATICA, basta substituir o comando
“SphericalPlot3D” por “Plot3D” para obtermos as respectivas
harmdnicas esféricas em coordenadas cartesianas. Os resulta-
dos estdo também na figura 5.

Para a harmdnica esférical =0 e m =0, a superficie em
coordenadas polares é uma esfera, i. e., Yo, (q,f) = cte, en-
quanto que em coordenadas cartesianas, seu grifico é um pla-
no paralelo ao plano 6 ¢, mostrando claramente que para qual-
quer valor de 8 e ¢, a densidade de probabilidade é a mesma
(i.e., todas as orientagdes sdo igualmente provéveis). E impor-
tante lembrar aos alunos que, para ! = 0 o momentum an-
gular orbital e velocidade angular sdo nulos. Portanto, a
incerteza na “posi¢io” (orientagdo espacial) devido ao fato de
que a probabilidade se distribui uniformemente para todos os
Oe ¢, estd em pleno acordo com o principio da incerteza de
Heisenberg*. Este fato se torna mais evidente quando o nime-
ro quantico é diferente de zero. Neste caso, 3 medida que /
cresce, o momentum angular também cresce, os nodos se
tornam menos espagados e a superficie apresenta dobras com
curvaturas mais acentuadas.

*O principio da incerteza deve ser usado com cautela quando os
observiveis sio periédicos. Veja por exemplo P.W. Atkins,
“Molecular Quantum Mechanics” Oxford University Press, 1983,
pégina 62.
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Figura 5. Superficies harménicas esféricas Y(6,0), Y*(6,9) e superficies harménicas esféricas em coordenadas cartesianas.
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q’)(x,o,z)

(b)

Figura 6. (a,b): Superficie do grdfico da autofungio do orbital 3P com y =0 (¥(x,0,z), sob dois pontos de vista diferentes. (c): Grdfico da

densidade para o orbital 3p,.

Como a fungiio de onda total, ¥, é dada pelo produto da
fung¢dio radial com harmonica esférica, podemos extrair mais
informagdes a respeito de W e I¥I2 usando as diversas habili-
dades do pacote. Como exemplo, escolheremos o orbital 3P,,
que tem o seguinte conjunto de nimeros quanticos n = 3,

R(r) = —8 _

I =1e m = 0. Neste caso,
cos€
(r-r—) e y(6,9) = 3
2776 | 6 V ax

no sistema atémico de unidades. No sistema cartesiano, cos @ =
z/r, entdo,

e 1/3

o 1/3

Y (x,y,z) = 2732__ (r -562-)
n

Fazendo y = 0, podemos analisar os valores de ¥ apenas
no plano xz do espago W(x,0,z), i. e., para valores de ¥ os
quais y = 0. O resultado é uma superficie como a da figura
6 (mostrada sob dois diferentes pontos de vista), onde se pode
ver claramente os sinais da fungfio de onda. Podemos tam-
bém, tal como no caso da particula na caixa, verificar para
quais x e z, ¥(x,0,z) € igual a uma constante “c”, dando ori-
gem as curvas de nivel para diferentes valores de “c”. Ao
invés das linhas de contorno, podemos gerar gréficos de den-
sidade, onde a cor dos pontos representa o valor da fungio.
Em geral, estes grificos vio do preto ao branco a medida que
o valor da fung@o cresce. Com um dnico comando “Show”
podemos fazer a conversio entre os tipos de grificos que
acabamos de falar (superficie, contorno e densidade). Na figu-
ra 6, pode-se ver também o gréifico de densidade para o orbital
3Pz. A seguir, estdo os comandos na linguagem do MATHE-
MATICA para a obtengiio destas curvas. Para isto definimos

e™3 cos@ onde r =V x2+y>+2°
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inicialmente uma fungio de duas varidveis (x,z) na forma
psi3pz[x_.,z_] := Sqrt[3/(4 Pi)] radial3p[distan[x,z]] harmpz[x,z]
radial3pfr_] := 8/(27 Sqrt[6] (r - r*2/6) Exp[-r/3]

distan[x_,z_] := Sqrt [xA2 + zA2]

harmpz [x_,z_] := z/Sqrt[xA2 + zA2]

Para a construgdo dos gréificos temos
superf[psi_]:=Plot3D[psi3pz[x,z],{x,xmin,xmax},{z,zmin,zmax }]
densid[psi_J:=DensityPlot{psi3pz{x,z],{ x,xmin,xmax},{ z,zmin,zmax }]
contor[psi_]:=ContourPlot[psi3pz[x,z],{ x,xmin,xmax },{z,zmin,zmax }]

Todos estes gréificos sdo gerados em poucos minutos e
podem ser feitos durante a prépria aula, com diferentes co-
res, pontos de vista, iluminagio etc, e automaticamente. Na
figura 7 temos mais alguns exemplos daquilo a que acabamos
de nos referir.

CONCLUSOES

Os resultados obtidos neste trabalho, e aqueles que estio
sendo desenvolvidos em um projeto mais amplo, t&m como
meta tornar a disciplina de quimica quéntica a nivel de gradu-
a¢do mais concreta e atrativa, oferecendo uma motivacio mais
atual para os alunos que a estudam.

Ao contrdrio da utilizagdo de receitas que jé vém prontas
em disquetes de demonstragdes de livros textos, e que apre-
sentam ao aluno apenas uma mera reprodugio de exemplos, o
MATHEMATICA oferece um ambiente computacional de f4-
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L‘P(x,o,z)

Figura 7. Superficies dos grdficos de W, elou V-, e das densidades para os orbitais ¥, (x,0,z), ¥,

cil uso e amplos recursos, possibilitando assim uma interagio
do aluno com a matéria que incentiva de muitas formas a sua
criatividade e participagéo.

Embora o presente artigo se refira especificamente & qui-
mica quantica, uma atitude andloga pode ser tomada com
respeito ao ensino de qualquer outra drea da Quimica, com
vantagens facilmente previsiveis.
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